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Die Maxwellschen Feldgleichungen ermöglichen es, die räumliche 

Verteilung und die Richtung der einzelnen Feldgrößen einschließlich ihrer 

zeitlichen Abhängigkeit zu berechnen

4.1 Berechnung direkter Erwärmungsverfahren

4.1.1 Grundgleichungen in allg. Darstellung

Feldgleichungen (Maxwell´sche Gleichungen)

mit

(1)

(2)
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Maxwell´sche Gleichungen

Für konstante Materialeigenschaften Ůund ɛgilt:

Durchflutungsgesetz (1. Maxwell-Gl.)

Induktionsgesetz (2. Maxwell-Gl.)

(3)

(4)

►▫◄ ╗ᴆ= ⱥ╔ᴆ+ ⱠϽ
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Wird ein elektrisch leitendes Material von einem elektrischen Feld 

durchgesetzt, so wird in diesem Joulesche Wärme erzeugt. Für die je 

Volumenelement in Wärme umgesetzte elektrische Leistung 

(Leistungsdichte) gilt: 

Damit ergibt sich die gesamte Wirkleistung durch Integration über das 

Volumen V zu:

(5)

(6)

(7)
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k
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Die im Volumen V gespeicherte magnetische Feldenergie beträgt:

() ()ñ Ö=
V

m dVtBtHW
2

1

Leistungsdichte, Leistung, Energie
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Liegen sinusförmige Feldgrößen vor, gilt mit: 

im eingeschwungenen (quasistationären) Zustand für die in einem Volumen 

erzeugte Leistung nach Gl. (5):

(9)

(10)

(11)

2

Ep Ö= k

ist hierin der komplexe Effektivwert. Die gesamte Leistung ist dann 

entsprechend Gl. (6):

E

ñÖ=
V

dVEP
2

k

Leistungsdichte, Leistung
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Grundgleichungen für Wechselstromfelder
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Allgemeine Form der Maxwell´schen Gleichung für harmonische Vorgänge:

Elektromagnetisches Feld in elektrischen Leitern (quasistationärer Zustand)

(14)

(15)

(16)

(17)

kann als komplexer Effektivwert oder auch als komplexe 

Amplitude aufgefasst werden, je nach dem, ob mit                   oder mit 

multipliziert wird. Die Feldgössen        und         hängen nur von Ort ab.

( )zyxEE ,,=

( )tje w21
tje w1

E H

In elektrischen Leitern mit hoher Leitfähigkeit əkann die 

Verschiebungsstromdichte vernachlässigt werden, da gilt ə>>ɤŮ. Damit 

vereinfachen sich die Maxwell´schen Gleichungen zu:
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Daraus ergeben sich durch Substitution 

die Differentialgleichungen für die 

Berechnung der elektrischen und 

magnetischen Feldgrößen:

(18)

(19)

(22)

(23)

0

0

2

2

=+D

=+D

HkH

EkE

Mit der Wirbelstrom-Konstanten [ ]22
1 mjk wmk-= (20)

und der allgemeinen Vektoroperation VVdivgradVrotrot D-= (21)

(      ist ein beliebiger Vektor) undV

0,00 ==Ý= HdivEdivVdivgrad

erhält man schließlich:

(24)

Dies sind die Ausgangsgleichungen für die Berechnung der Strom- und 

Feldverteilung in elektrischen Leitern 

(Beispiele: Skineffekt, Wirbelströme bei induktiver Erwärmung und auch bei elektromagnetischer Schirmung).

Grundgleichungen für Wechselstromfelder
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Elektromagnetisches Feld in nichtleitenden 

Medium (ə= 0) (quasistationär)

(25)

(26)

Für ə=0 oder genauer ə<<ɤŮwird:
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In analoger Weise folgen durch Substitution die Differentialgleichungen

0
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HHrotrot

EErotrot

emw

emw (27)

(28)

die mit
[ ]mk 10 emw= (reelle Größe)

in die Wellengleichungen übergehen:
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EkE (30)

(31)

Anwendungen hierfür sind die dielektrische Erwärmung und die 

Mikrowellenerwärmung.
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4.1.2 Der leitende Halbraum

Die Grenzfläche ist die y=0-Ebene. Die mathematischen und physikalischen 

Gesetzmässigkeiten im unendlich ausgedehnten Halbraum sind sehr einfach und 

können unter bestmmten Voraussetzungen auf die bei zylindrischen Feldern 

vorliegenden Verhältnisse übertragen werden. 

Bild 1:

Der leitende Halbraum
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Der leitende Halbraum

An Hand des Bildes können zwei Anwendungsfälle untersucht werden:

-Stromverdrängung: Der Halbraum werde in Richtung z von einem Strom I

durchgeflossen. Zu berechnen sind die Feldgrössen und ihre 

örtliche Verteilung.

-Wirbelströme: Ein leitfähiger Körper befindet sich in einem Magnetfeld und es 

werden Wirbelströme induziert. Der Vektor der magnetischen 

Feldstärke im nichtleitenden Raum zeigt in Richtung 

der positiven x-Achse (Bild). Zu berechnen sind die 

Feldgrössen und ihre örtliche Verteilung im leitenden Körper 2.

aHH =
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In beiden Fällen gilt: a) E besitzt nur eine Komponente in z-Richtung

b) H besitzt nur eine Komponente in x-Richtung

zzz eE)y(EE
CCC
Ö==

xxx eH)y(HH
CCC
Ö==

Somit ist

Beide Feldgrössen sind nur von y abhängig, also unabhängig von z und x.

(46)

(47)

Mit diesen Annahmen vereinfachen sich die Differentialgleichungen

0
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zu den Feldgleichungen
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(48)

(49)

(50)

(51)

beziehungsweise
HjErot
CC
mw-=

EHrot
CC
k=

(52)

(53)

Der leitende Halbraum
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Gehen über in

Lósungsansatz für Gl. (50):

Der positive Wert von a ist auszuscheiden, da die Feldstärke mit wachsendem y nicht 

über alle Grenzen zunehmen dar (1. Hauptsatz der Thermodynamik).

(54) (55)

Also:
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(59)

ya

zz eEE Ö= 0

( ) kmwjkaEkEaEa
yy

E
zzz

z =-=Ý-==
µ

µ
=

µ

µ 222
!

2

2

2

d

+
°=kmw

+
°=kmw°=

jj
ja

1

2

1

d

-
=

j
k

1

kmp
=
kmw

=d
f

12

Die Grösse ŭhat die Diemension einer Länge. Sie wird Eindringmaß, Eindringtiefe

oder äquivalente Leitschichtdicke genannt.

Beispiel:

(60)

( ) cmHzCu 150 ºd ( ) mmkHzCu 15 ºd
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Der leitende Halbraum
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(61)

(62)Für den Betrag der Feldstärkeamplitude gilt
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Für die elektrische Feldstärke         erhält man die LösungzE

Mit der Oberflächenfeldstärke          .0E

Der Faktor           beschreibt die Dämpfung, der zweite Anteil            bedeutet, dass 

das Feldstärkemaximum an verschiedenen Orten zu verschiedenen Zeitpunkten 

erreicht wird.
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Bild 2: Verlauf der Feldstärkeamplitude   

einer in ein leitendes Medium 

eindringenden Welle

Der leitende Halbraum
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Örtlicher und zeitlicher Verlauf der elektrischen 

Feldstärke

(63)

Dies ist die Gleichung einer gedämpften elektrischen Welle, die in den 

Körper eindringt.
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Die graphische Auswertung zeigt 

nebenstehendes Bild als Funktion 

des Ortes            für verschiedene 

Zeiten      . Nach                ist die 

Feldstärke auf ein vernachlässigbar 

geringen Wert abgeklungen.

Bild 3: Verlauf einer in die Oberfläche
eindringenden gedämpften Welle für
verschiedeneWerte von (verschiedene
Zeitpunkte)

d/y
tw 5,3/ ²dy

tw
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(65)

(66)

(67)

(68)

Die magnetische Feldstärke folgt aus dem Induktionsgesetz

und     schließen einen Winkel von        ein, das heißt, sie besitzen eine 

zeitliche Phasenverschiebung, das H-Feld eilt um 45° nach. Es gilt für die 

H-Welle:

Zu:

Mit der Randfeldstärke:

0E 0H 4/p

Örtlicher und zeitlicher Verlauf der elektrischen 

Feldstärke
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Wärmequellendichte (Verlustleistungsdichte), 

Flächenleistungsdichte, Leistung

(68)

Für die Wärmequellendichte gilt mit obigen Beziehungen

d
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(69)

mit den Effektivwerten       bzw.      .

Für           ist                          . 

Die Wärmequellendichte  

sinkt innerhalb des Eindring-

maßes auf 14 % des 

Oberflächenwertes ab. Die 

elektrische Feldstärke sinkt 

auf den Wert 

.() 0

1

0 37,0 EeEE == -d

Bild 4: Verlauf des Betrages der elektrischen Feldstärke und der Wärmequellendichte einer in ein  

leitendes Medium eindringenden Welle
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Stromdichte und Strom

(76)

Die in z-Richtung zeigende Stromdichte ist:
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Betrachtet man einen Streifen des Halbraumes mit der Länge      und 

der Breite      , so wird dieser vom Teilstrom        durchflossen.

Bild 5: Teilstrom in einem Streifen des Halbraums.
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(77)

Für diesen Teilstrom gilt:

( )

0

0

1

0

0

1

0

0
11

E
j

x
e

j
ExdyxeEdyxSAdSI

y
jy

j

A

z k
dd

kk dd

+

D
=ù

ú

ø
é
ê

è

+

-
ÖD=DÖ=ÖD==D

¤
+

-
¤

+-
¤

ññ ñ
CC

I
x

j
E D

kdD

+
=

1
0

00

1
E

j
H

dmw

-
=

I
x

I
x

I
x

jj
H D

D
=D

Dd
Ö
kmw

=D
kdD

+
Ö
dmw

-
=

11211
20

Oder für die elektrische Feldstärke an der Oberfläche:

Für die magnetische Feldstärke galt:

Und damit ist:

Das magnetische Feld ist phasengleich mit dem Strom, da das elektrische 

Feld um 45° vorauseilt.

(78)

(79)

(80)

Stromdichte und Strom
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Spannungsabfall und Impedanz

(81)

Der Spannungsabfall an der Oberfläche in z-Richtung beträgt über die 

Länge        :
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Dem Streifen mit dem Querschnitt            an der Oberfläche des Halbraums 

kann eine Impedanz zugeordnet werden, für die gilt

(82)

oder

also

(83)

(84)
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(85)

Äquivalente Leiterdicke:

(Eindringtiefe)

Ohmscher und induktiver Anteil der Impedanz sind gleich groß. Beide 

werden durch das Eindringmaß    bestimmt. Es erscheint so, als würde der 

Halbraum                           innerhalb der Schicht der Dicke     vom gesamten 

Strom durchflossen. Dies gilt natürlich nur hinsichtlich der integralen Größen 

R und    .

kmw
=d

2

Eindringtiefe
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Quelle: RWE-Information Induktive Erwärmung

Strom- und Leistungsdichteverteilung im 

elektrisch leitenden unendlichen Halbraum

86% der induzierten Leistung

innerhalb der Eindringtiefe
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Quelle: RWE-Information Induktive Erwärmung

Eindringtiefe in Abhängigkeit der Frequenz


