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System von " gewdhnlichen Differentialgl

TECHNISCHE
bt . - UNIVERSITAT
.‘_elcmungen Zyelsel Croaung. DARMSTADT
Formal etwas einfacher zu hendhaben: quivalentes System von 4n
Gleichungen erster Grdnung. Koordinaten im "Phasenraum®” £
¥ P . b - " p— > -*L= % +
AY = {Ysj )t "_ﬁ_;;;ﬁg;fffﬁ,z‘_ =S YW=Piy Vi =Z s Wy % Q/f f) '
Damit i A=A ee -
L Y TYmi & Al

g n = ;m’ T g 7
IWe e g I L S ' ,
s . __E — _b'___ , — 2 s — '-n + .-H Q—n/t = n+1j vvs B
J=nH a‘yﬁ Jy / }/J Qj/{-n déwf Dyf 9}9‘-;4. yJ i it 9Yj-n J{! e 4

i
Unter der Voraussetzung ﬂ%ﬁﬂE%QfQW}}*O?Ur @J:n+ﬂnu£n. 1338t sich derpﬁ
Gleichungssatz formal als C%@AMWQ&(%“@W"%'W%JT

] j .
..‘gl - @(i,f»f) dﬂ' yf =CP4' (yf)"')yzn;tifh""ffn) ’M (1)

\

/

zusammenfassen. Angenommen, yoﬁ)=[wDGJ§

~

Kurve im Phasenraum)
bilde eine L&sung zum Satz j?(f)verallgemeinerter Krdéfte, d.h,

:\:/” = ?(!O’ f)i") =" (2)

Welche Gleichungen muB eine Stirung y°® erfiillen, wenn dis gestdrte

ot SO g v

Bewegqung ry=y“+y5 zu den veraiiﬁéhéinerten Kraften j:=j9+f5 gehort

und in der Umgebung der ungestdrten Bewegung bleibt? (Storung der

dahnkurve durch "leicht" geidnderte Krifte oder Anfangsbedingungen)
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gestérte L3sung

mu3 jedenfalls (
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1) ercfdll

A

en
=p{yay® 15475
A.;,N)’,\,)_-‘
Entwicklung nach Potenzen der 3Stidrungen (fzlls midglich):
A0 2
y1 d) 2? 9%)% QZ(%%J ; + Terme nichtlin., in St&8rungen _i
Uoraussetzung der "Kleinheit" der 3t

rungen, ~it (2)
= 2 Gy oL (5%

+ _”“‘)o]ts S@W.FMI-_ <!
; N T { '

Lineares Differentialgleichungssystem fir die 3tﬁrbeweguna, wobel
Jjedoch die Koeffizienten i.a., explizit oder 1ﬂ071z1t (iiber die
ungestdrte Ldsung) von der Zeit abhingen.

2Py "!o . . .
57-/ heidt L japunov=-ilatrix.
d -
TU Darmstadt, Institut flr Elektrische Energiewandlung | A. Binder, Unterlagen von Prof. A. Prechtl/TU Wien | Folienteil 3/Seite 7

‘st



TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

Andere fMdglichkeit: Die Ldsunag Q(H fz(%) oy 7 i in den ver-

allgemeinerten Koordinaten zu den Kriften f {}fk sei bekannt.

fir die gesto;te Beweqgung zu den

Kraften f j f in die Lagrange-Gleichungen liefert nach Lineari-
SlBrUﬂg das Syszem

Eintragen des Ansatzes 2- Q Q

J_ZT'J QJ +ZD‘J‘2 +ZK,dQ ’ PR .
oder, in latrixschreibweise,
[ Tg +Dge v Kes=f J
Wy ’
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v v

Ole Koeffizienten sind i.a. nicht konstant,

sie hd@ngen scwohl Uber
die ungestoérte Bewegung als auch ev. explizit von der Zeit abg

System ven N linearen, gewShnlichen Differentialgleichungen zweiter
Ordnung mit i.a. nicht kcnstanten Koeffizienten.

Die "Tragheitsma-
trix" ist jedenfalls symmetrisch.k_ 4 /K;r A)Liw/ &
S PR ey == LT
1)5 F s N Cu0 ‘:{;’ ) . .
P it f ¢ JAUEI ~Bud
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sesentliich ist: Die linearisierten GCleichungon fir die 3térbeweauna

lassen sich immer auf diese
s ist melst einfacher, die Koeffizienten nicht aus den allgemeinen
sdriciien zu berechnen, sondern das nichtlineare Gleichungssysten
izit aufzustellen und in bezug auf die 3tdrungsn zu linearisie-
ren., .{&ufig wird man auch anstelle der Ladunaoskoordinaten die zu-

y

gehdrigen Strome einfihren. Das resultierende Gleichungssystem

nimmt in jedem Fall obige Form an, wobei aber u.,U. die 5t8
te

W)

nicht mehr den urspringlichen verallgemeinerten Koordin

ordnet sind,
T X°+ DH&S + K& = £

Der Giltigkeitsbereich der linearisierten Gleichungen is:t i.a,

schwer abscha zbar. sianchmal sind Systeme wesentlich nichtlinear,

—
P —

= I da3 nach eine r Linearisierung die Gleichungen derart degene-

riert sind, dalB sie keine physikalisch sinnvoclle L&sung mehr zu-

iassen.

‘st

TU Darmstadt, Institut flr Elektrische Energiewandlung | A. Binder, Unterlagen von Prof. A. Prechtl/TU Wien | Folienteil 3/Seite 11 .S‘
‘*ll



TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

N . i
Adwitn okl i FH1=0 j’fg-—:O Kekz0, & 24—25«0:%{4 R (10~7 =0

/ )Q)Q 5
e.t} '-73 =) (\ T
— s o o 07 <
%? - 2 kh} M%f
3 m 2, AT
Xo~ — 4 Lol T
3L &0 ———% =0
Xo 1 Ky 2  Xo3
< O prde
e phybilalinit

' ' 2 ‘ 7
b\MQxOlMN}M?J ' X(4E Ko+ Ax ) \ AX Mo = § indzaoe STALIL chele Bf/? /

(] T+ AL{H) AT =
_ b aXepy, =0 Ahum G
ff-%(f* o ) % 54— z P/W&’f&' gwm

Ng =4Q /I)

‘st

TU Darmstadt, Institut flr Elektrische Energiewandlung | A. Binder, Unterlagen von Prof. A. Prechtl/TU Wien | Folienteil 3/Seite 12

A -
£



TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

1.12.2, Systeme mit konstanten Koeffizienten

J,JEE,/M,ELQM?wWJUAUkLcmM

Tas+D° + K’ = F(b)

Flr ihre allgemeine Behandlung steht eine Reihe von llethoden zur
Verfigung: direkte Ansitze, Fouriﬁer- oder Laplace-Transformation

usw, Stebilitdtsuntersuchungen erfolgen meist "ber die YWurzelstruk-

e ———— i

1

Lu;_der charakterlstlschen GlEthUE& Wir unterscheiden: statlsche~

— - e s . e —— SRS

dynarlsche instabilitit, _

Kl sl R e i NS A

Vedeutlichung am Beispiel einer ei%igen, homogenen Gleichung

— e - a

T+ D +Kx’=0, T>o

(angreifende Kraft nicht gestdrt). ¥#°= 0 ist eine "Gleichgewichts-
lage", Uir erteilen dem System eine Anfangsstdrung und un: rsuchen
die resultierende Storbewequng. Es sind bekanntlich folgende FiZlle

TA DN tic=0

zU unterscheiden.

» 4
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1) D'>ATK ¢ nicht-oszillierende Bevegunoen W, . - DDk
Bty ™ g7
Xt) = & {& [0 1ol shat +x't0) chuct ]
mit =£f , u:j; D’-4TK >0 .

]

" i . ; U , T -

Die Seweguno ist abklingend flir g 7eC und aufklingend fi
1

und aufklingend in den F&llen
<0, wobei die Bewegung fiir D »4TK nicht oszillierend ist,

& adie i
insbesondere fir <0 gder

D>0 aber D< JD*-4TK, d.i. K<O
["5-.'_.!\

Uir haben also:
1a) K<Lo, D beliebig (oc>|/3! >0 ): aufklingend

| e | i ‘
1) K>o, D¢=21TK (-—ﬁ>o( >0 ): aufklingend s 'wi(’m,j

+

te) Ehe, Dl MK (A>e¢ > 0 ): abklingend

1 va ia w LT
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% - ' ¢
— 2) D¢ 4TK :oszilliierende Bewegungen

xi(t) = e_ﬁjcié;[a?sw) +BuCl0)] seon wt + i l0) c@smtj
mit {6=z%)= ) m=z’%-_m >0 (VJZ&'.Z"/‘JL«J:C’Q)
Nur mglich fur K >o0. |
2a) K>o0, -4TK¢D<O U{m |: aufklingend Pz o
26) K>o0, LITK>Dvo (ﬁ>o)': abklingend P20
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Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten (1) TECHNISCHE

UNIVERSITAT
DARMSTADT

Literatur: Dirschmid, H.-J. : Mathematik flr Elektrotechniker, Vieweg Verlag
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Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten (2) TECHNISCHE

UNIVERSITAT
DARMSTADT

Literatur: Dirschmid, H.-J. : Mathematik flr Elektrotechniker, Vieweg Verlag

g 'fAh—f-F toN 0, =0
C@WJL&U %M‘h Po'(’f/\/xﬂw A (f’?[)\ @MA + Qu-r A 0
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2) Vo ke Wil gl ol Dol Ty 4, g don s
Wﬁf‘* plets o™ (UDJM{ *ﬂ f’“‘/ﬂé’f/ g’.ﬂQ/h Yo, /w/a&uacp«ﬁ_. bagh,
Ya(H)=€ 1rcw/,m fzf-‘:ee ﬁf/{ Y3 " cofg{ Yy Vi m/sﬂlm )

_ﬂyk_d_e £ ca/m Ye=e -,.,w@“/ Yirs =€ Mt At

P yh
3) Wown g Nutlnadoll 282 &f@’&gmﬁ QW{&"? @!&Wp[[\ (A~ >iu ;0‘,(
oo sl j/;r— Q(\OJ; Y-f‘{:'-e , Y3 62 P‘of B )Jk:,tk 1 er\oj { Wu,ou,ﬁd l-f} it:;
Ale<tl ,\mz

Nigar = € ,,w-.}\)f;..-?

S A e
Pl oo Ag,zwa?m P4

10 L
[,;WW M W},ﬁf}% A / _k/f@,g Lo, /w[gwf} % &, Aﬁi}?%xa‘f: (\D)m{

i i o e, oo e yte o, i tevfwm,
Q.O:JU‘LJ(S@} yk_ﬁ_,,tz . %ch(b ) fKLti-d' QOKO*PU?%{ }erQMH - ;JP,

‘st

TU Darmstadt, Institut flr Elektrische Energiewandlung | A. Binder, Unterlagen von Prof. A. Prechtl/TU Wien | Folienteil 3/Seite 18

*b’
[~ 4
%



\

BM~';'°M: Q)TYH* D}(/-P K){ =01 \/4:8 }/2.-— ()/‘f\ )\24— DA+l =0,

TECHNISCHE
UNIVERSITAT

\ D% o Pl
b) Son %\l~§-—o,sf’,ivz'-m-iy{ PR TS aﬂ&mﬂ') Noihlaly > P = 57 1; }‘ DARMSTADT

= Y, =0 ’”L} Y ta’th*-ﬂ'

Avforg beola w.a o2 Y (01> o ,WO) W

?) ysQ‘j,-Féjz - 4+b‘€>~?+ Y‘40~€O+5e°~9443
¥, i ’
i?"';!}‘z‘ fYO ’\ﬂge <bhAre’s A8 Ay by

BRY, /,f/ = Lyors- Yw/;f;kzw\q?

(,\j wle) (7//00). ¥
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b) V= ae'\ﬂig{_e}‘{ i }fo ae’ib.0e%
Yo' (hee™ + b(/!e?‘ﬁﬂ'? )i‘(Aﬂ+5) =AYt
b= Yo "A}%

‘%f .2 i b

=€ (Yl vt
f ¥ ‘i r

V'= M yorlp'- m«w e (yd-2al = Y10 Ayo ¥ - 1o’

9 3 NQWWV D JF-E?-“*/S FHIY, e fonfit st
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Ergebnis des Beispiels (Zusammenfassung):

b s
q) y-ledewle * (' hYol b Y= e Cyorlp k)
Az~ M '
-OW,@‘JDUI@( Qe adlitelitv ?@“% olf
e eﬂ[yb.cmp{ +{lyo' - dyolfs I 15%)

s ol g |
(et Ao QUL i Tt (1A |
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Stabilitatskarte K(D) fur T > 0

Zusammenfassung im Diagramm Ty 0 A& 7

I//f/r/ﬁ%;ﬁ}wy@’/ﬁ- _— A

< o

\

Skizzieren Sie die Phasenkurven Flir Punkte

auf den ZSrenzlinien!
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Phasendiagramme (dx/dt = f(x(t)) der Losungen (1)
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Phasendiagramme (dx/dt = f(x(t)) der Losungen (2)

Qo bupate iy e A (xwp&, btk o 1] s by o

l/(lm».:x‘iub/ G ot ] %)
X + - U beall
(7 9 X[+ = aﬁ(@fmi +Qc£:mf’/ +9’6éL°‘]L ‘“ﬁfﬁ"f«Lég&pffJ
B Y
X(=)

= o N[ﬁ o t(—/56 +otly) +clunt- (ﬁéﬂmf = k-X4#)
"“'_/é&;drg f}p—(-ya = (/(.,{.pf@ /_&_9/@‘ ey &/

..‘...‘,.-

P4

=6 %ﬂ"*/‘m): ko= fozbipike = e G
= Kf'* )= (" wm (4) \W&wa
© e O ool

=2 T«
v o D ndap A aoled g ﬁfl,a’m W0 K (8 0)
o[_._/ : ;’fjj;’ \35‘ Q il d‘ 0&"" ) ¢

Ma): Wed, Dhelithy: o> (1702 -p=0 4 Zh
_‘{*/ < jg_ K
Ak k>0,4 -’ 1 2 00 of =y 20 1 4 ,/D (2
=g 7 @ F‘fl ﬂ:’;i
/c‘;Fb(?(),D??ﬁ?" ("70/70" A tes ] f/ 4
—a—/&gz@%cfz. ey ) <
o ?_6?4

n k ¥ aAls 2 - 3
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Phasendiagramme (dx/dt = f(x(t)) der Losungen (Fall 1a))

ol A = (K= 23S Inglabn
Doyl Wi %Wﬁf’aﬁda} § o8> A finl
¢
T=4, U=-2
pP=-2, N
P T
o= ,f_ﬂw-fﬂ-l’—“ﬁ \\_\\
—..—2‘-'_‘—' ‘
T2
d—f>=12
(=233 I
—d-(= -0} 5
—g! 5 > %
Xo= ~1] W, VariiuL |
Ko A e,
? e Diese stabile Losung tritt nur auf bei der
v xf ogi Anfangsbedingung: Xo =(—a— )X,
L
§ralt Guy= " Dann wird der instabile Teil der Lésung e(-)
i teipre *) unterdriickt, und es verbleibt nur et Bt 1 In der
\ U (>0 i Praxis lasst sich so eine ,singulare“ Anfangs-
. V) plo (Bl - k20 u il raxis »,Sing g
'GWWN Xl Koe N w-AC0 ¢ STABIL F) bedingung nicht wirklich realisieren!
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Phasendiagramme (dx/dt = f(x(t)) der Losungen (Fall 1b))

K= (ol-p K= 3l

Bes M t Ni M{cﬂwm
WJ U )2:(—‘3&-[5))(:
6546«
T:4 f-
D=, g
k=2 5
dqj:r V4Tl :f:s 2
A [r__ ' ,
(" 2T 2 “ Xo=-00 | "
—_ 5 b Z'Q\ Z . -~
Ao Gl R X

¢ Ko rgl—/u
{i M, (d(go{}xo k416 dunt)-

= —(H:[éo(z(o ?61’({ 'f‘&;%ﬁ{‘/“e@}’{(}fka
Xb=k e " poo]
XO:/” 2{'0 VGU'UWL

~f—p= =~ (2= 0586

X =0586¥

Xoz -/ ) Ko Volud 4t

~ T [ X =31k Yo | \
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Phasendiagramme (dx/dt = f(x(t)) der Losungen (Fall 1c)) UNIVERSITAT
DARMSTADT
Bﬁ M MJMJXﬁmK )'(:‘}! ;( v
‘ LA&& J W d‘?"Mc) ¥ (Xo=0) Xt
TSAJPD':“A[!K'Z [d:ﬁ| _tf‘dlz‘:r‘zj(;:—“gzz X'O;Zf =
o= T -0==0586 o= ~G-2- Shy
)'(y‘" b
> U -
\m"’
NS
\ \ )fr{‘f-("-_{
1)
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Phasendiagramme (dx/dt = f(x(t)) der LOsungen
an den K(D)-Grenzen (1)

TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

T pi-thKu?o
PI’I.MW%QMMW (Fbmg{,% EQ/QAL@{/)PJ&/A" " DLL:—;\]:J .

Q} K:O:D [O: a‘<'—'-——-—-.:($

k=0 DU)
D’DK
X )= 'd{ F" Oﬁ;*/z o) Hitd 4o CQW(’( .
n - Jt ) / P
[XO'H{XDJ :—EQ:" e M .e’p e = -g% »rx’a-—&ie Pb“?‘{ 42-4( P>O!:9‘/>U
i tlai)? o DO WL
o =01 A D=OR=07 X} Qrm[<9+ Ko (A e 2 G’Q‘"“? G g, BN 5 /

’KD*XU - *KMKot iuf (Bt
Tx+D><-f— Kx=0 = 7_. D 3K = 0-—-7>& mt! =) se=Ld1(y = Xof*Ko(o( 0)

) |

X:X{)Q._?,af'! ——p)rf)nﬁ_(_v.fg( "’K['H‘;’)(f-* )(o,(__?p(fx VH)(C’*'%D)

=D (1) =Ko (o0 ‘
<20 S~ ACD ¢ SR i fal? =0 (X =ke
‘_\\H‘ / . (:._- N .‘ }W
. Ao A . 3
A - \ .. x.j/ T Xo ‘ >
~p X _F AL S I ” x
= "4 ,"‘/ ] >
L %o
= e : _.....,.}“.._____ e

W (4= XoF ’KON r-?o!i—}
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Phasendiagramme (dx/dt = f(x(t)) der LOsungen
an den K(D)-Grenzen (2)

TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

L;?J_D.‘S/O)KZO; (Ssorof-;-zd’{_ '_LfTK >0

Xf%‘iigfﬁo]fmwwﬁo{{} x )= oot + A Ko flo/4
o/ XKG”KOX

Ko XO } thad | 0t

W)

chat= ._——-—-———-——Kf‘fym"
o - dlK

(Xo d?(-b\“,i’;g"’/i ";”’ol-xh‘) oot #T'zxo Dot (XZ - ALK ~MW

-K<T: a>1: y-Halbachse > x-Halbachse: steile Asymptoten Fx
-K>T: a<1: y-Halbachse < x-Halbachse: flache Asymptoten ol | '") "j 4
-K=T: a=1: y-Halbachse = x-Halbachse: 45°-Asymptoten
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Phasendiagramme (dx/dt = f(x(t)) der LOsungen
an den K(D)-Grenzen (3)

¢) D=0l>0 (01 Aio=igplaw= JlE X G [0t bty ool ]y
= XMk —E}-‘? b W4 <o cofut = Aam/mhg)
Fklh = A, Gk ~ Aot = C ot Ll +D)

Acortiot-3 Acotidon £ Aol 03 o A cosbs 50 AhB= 3 A BB
Ceat(ih4M= Consnt CorD - C St gD = C oD = xo ) ChuD= ke 2C= LA

R 22 '-'T\:-'(ﬁ@:i‘ ) ﬁ'—"ﬂ,@ 5]+ -~ X - B4]
e S D= = T Wﬂwwﬁ%é@%;@ L=t

&0
X2 (X V. -
A=A Col (it +1-8) = Lofl w(j&l; ) oA Bad } (A ) *(““‘ )-—4 Lo e

X )= ¥ Lottt —x, Co pucsst

KM= Acos(t —B) = Acad

L

X\ X 2
o) ez =1
? X mv LI Ko "5
K<T: o<1: x-Halbachse > y-Halbachse: horizontale Ellipse

K>T: »>1: x-Halbachse < y-Halbachse: vertikale Ellipse

K=T: ®=1: x-Halbachse = y-Halbachse: Kreis b
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Phasendiagramme (dx/dt = f(x(t)) der LOsungen
an den K(D)-Grenzen (4)

) w0 DUl oo {220 m 73 it ST ot o]
I \ 3 P | | ‘ :A
e e“(w @cﬁ‘—(quj% +)<o] » _XH ><r+) otth b t %,:0

Xz —px reth (Kotpr)  E

. WAkAANGA |
?:ﬁ*" “;_

(i lohd

A EE
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Lax szﬁ/(z,-r) s KTE D Difie
=2 \ K ; : CLBNYFALL
K K>T
7 X
\/ > X

N
\V f:j;ﬁ?

K>T
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"Statische" Instabilitst

TECHNISCHE
Angenommen, die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung sei BELVAE\E'SFES$

durch Linearisierung der nichtlinearen Gleichung

X)X+ H(d,x) = f = honst

entstanden., Der Wert Ag)gegeben durch eine L&sung der Gleichung
®(o, -Xo)=f‘) kennzeichne eine Gleichgewichtslage dos Systems, Uir

untersuchen dla gestcrte Bewegung X($) = w5+b&(ﬂ
L:Lnearlsmerung g#‘k{%r;—-ﬂ,v< 4—yL.M4 dMveon Aol A a bz, ;.
2,

MY, Ko)Xs + £ (0, Xo) + % 0, Xo) f; * %(—(O, Xo) XKy = | /(,(,{&J’,XQJPO,

L~
= T-_-.-/L{(O,,\/o) : L -&(0 XO) K= é——to,,)(o)

oﬂcgu.:;m@.. ' TS
Fir K<0 ist die Stdrbewegung nicht- DSlellerend und aufklingend

(Fall 1a)), die Gleichgewichtslage ist instabil. Diese Untersuchung

188t sich fir alle mdglichen Punkte X, anhand der "Gleichoewici ts-
= 1 I N i

kurve X(0 %) =f durchfihren,

2% (0,4)¢0 : Instabilitdt Fir f = konst.

die Linearisierung muB nicht explizit durchgefilhrt werden, KO0 ist
notwendig fiir Stabilitit, nicht aber hinreichend: _Formen der dyna-

mis cnen Inst blllt t «pnn en nicht mit di esen "statischen" Test

e —r——— . e e

entd clk t uerd N,
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Nichtlineare Differentialgleichung 2. Ordnung und ihre

TECHNISCHE
Lj . UNIVERSITAT
Inearisierung DARMSTADT
\ ! PEE v L solb? L d>]
HUGKIK & LGy = f ) X = odnld
f&: CC! iﬂ:u"{ {:{."rf " );f - [2" !\* =0 ‘, ,:( - Xl} : { :)_,‘;(0:|) - ‘.:_r’;" _‘; E'o)q:' ,(\(XD)
SLabnlitahondeny g dunids » Jloko)=f0%) /ﬂf ko)
L’: y T of A '\’“ !’ """’ X - '([') o —']
‘H“W*u)q/,w X(¥) KO«L}(JLI) 1& —— : XX,
™~ " 1 -
[0)00) 21+ KTt Sl
{-/Mo?m.h4~mk7 ) Xox oa > Xo

| 1 _.~ o N Z- g, I CE: .{QE;H’ ?}\'J,',I{g‘,'f
. X 7
/M(J(XO)XF-# }(IKJ _,_/_2:_(&)‘ F X4 :';---',.'P? {

2‘ X ,f 2, Nowent

/{/l

<< 4 , S
(10%) X /P” 9?/1""‘-’5' - If% b T= (v 0 xo)
)é..o ':}{o '.

X
X+
Xo

L ;*,\(’ )
. Xo D= (9 KO]
TrKJ ~+ -D')(J + :/\/,)(] = 0

()—f'
i i CRL P —{ (o)
f' DT ﬂamzn/ﬁa l’<>‘0 &) —-——{]yo 2{){; >O
Duncaunle Salntilil !

D>)f_) {ac"?’.“Koj -------- N
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Nichtlineare Differentialgleichung 1. Ordnung und ihre TECHNISCHE
: . UNIVERSITAT
Linearisierung DARMSTADT
V(X)) > - () = [ 1x) Idrgordd » X 0x)= [1x,)
Laa TR N 7 @ x - ~
Lnan iy VORGO Xt 1)+ 20K,y 5251 [ CXot &)
V) e .",}_l‘f_. > ] ~ X \.}? } f //\ Pra
Y Fo, o a 25 lx,
Nl X+ =20 Xk, £\, L. 7 ~ :
Vel oXi 4 B B o B o) 52 (o) [0 =0
e e Y
0 - ]
V(Ko)oxe + K X=0 s 0+ K 5, no= = :
] L R 4 )(g o -}7/;_; VA/O')) M‘({ Crlf )(5-0
1 ,k }' }/f e ¢y "“\.r
/\/ ([ >{!"‘0f€ " ) Pi"l./‘;fi‘ V’e’{{g:r (. #f ; ‘ K>O(| 3 Sl‘ff\\.{"
! . ! ! y P 7
it Y P e A
K o, L. |
X (X@ - jé {5)‘7*--".:" >0 (A
Reoeunf i 4 «;ff'iéi‘,.t—w M RIS N s f\"‘; : H [Q ‘43”9 D J2 )
_L,”Im. : {:, n;?%f = €L w\} [l | vw = PArAS AR YY) 'D‘:émi'\;uu*; ,Lfk.zuar
@ik p il | E j QoS '“‘”mi B8 I e ‘-‘3'!’ - ?'?;"__’.._l‘.z

il
Mr_\ Y

i A R
M)t Qo)
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"Dynamigche" Instabilitidt

kommt curch negative "Ddmpfung" zustande; die Zeweguna kann os
lierend (Fall 2a}) o

] der nicht eszillierend (Fall 1h)) sein. Se
Ko, Deag, kgo)=€3,uﬁ(d:>0 » Im Anfangszeitpunkt wird “as Syst
cegen Xg =0 beschleunigt, it wachscnder Geschwindigkeit t
riicktreibends Xraft (D<o), das System wird iiber den 2Punk
hinaus beschleunigt und kehrt im Fall 1b6) nicht mehr um

reichend grole K (Riickstellkr

6 i
|
X
=
(S}
L

. Fir hin-
aft!) kehrt das System zwar immer wie-

der um (Fall 2b)), die Abstdnde der Umkehrpunkte von der Juhelage

nehmen aber immer mehr zu.

px '

Y
N %

2a)

\f
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B@’}/fl‘ﬂe i V,@:@f{' ")i:j f;}b{,f/« j 44 -3 # 47 ,.J#'ffm
,VMW&M

, “ £ po |
0 e ‘Dam’& Lﬁf’ 3 e”{‘“ 2 e -Hﬁf M, thge ™ /i\ }
Me ( ~—-= MW} fsza} _(Zwu:%. “phul] _p “AWQ_E—W
s b 7 T M N A
AQu = A;»j A Awdipip iy [0l vyl o Geur
St (s + MO )= G lp) » & P‘” 2 (V- %}-W~+ P d Qe ol2 0o ;M ﬁ’w
V= V) “"“" [t Abuibygidt i

Aifolh= O+ dbflt =7 At W‘ “Hes Lol I = et )
jd'!) C'J‘ d’l)"‘() (_‘) TAJ) f‘f(d/} O ]/(-—“"(Pq) 'lf:)ﬁ Cﬂé&-ﬁ!‘(>«) %%

Vs P50 = KO

Cleed o s dearnd " r;"'t?

Gt

b ohyude dio Slabdileh = \b’wwé”%’* L
btk Ly oediitisd T [ ”
f%d’ﬁ”"z{w feM~iome  PKE~Cr <O o

TU Darmstadt, Institut flr Elektrische Energiewandlung | A. Binder, Unterlagen von Prof. A. Prechtl/TU Wien | Folienteil 3/Seite 36

‘st

A v
- :
?,



TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

Lo ot [@'L 2 | Wﬁ fyww weorelomnd pid
ﬂlgfili£2§ifegi* LzﬁibLAabL"”Lf I> ZE/£67.¢;54g{4,qciéléax;}g ( Vf%p Yokt Lt?a = }./gz

Tl = e Mot i e s ZMe ¢ pig o Bty -Htosel. fo B =3

& Sk
wm _S:Lﬁy,a & 4f>_51*4,(2}) ) B B
Agwﬁwxw/,o m:—%w %{a b (2l Pyl fior By o)
b (S e Bl
0 JTM _Q-.P]:/ Kﬁﬁ 4 .
- b A G v 2Mo | oMa 8
- i — MD%( ﬂ_?.;w’ 5ia 1 f.Q:y«)
= .2% / Ny
= gl : M e lu/? S(’rf/!
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L) 3 Mo 4 ' 2%42‘_ N_
jd%].%z :N fﬂ}\ da = '/2?—; FLMJ MP = JMT :’Z (,LQ-?‘;“: CKI)NM‘D

f/,;// Wﬂf)//’ﬂm
>0, Do, /’>c> (/- "Pon <o)

I ﬁixj Qhea s ﬂfgxff
g}ﬂ\//fwffm “réf W{ |' VLVQ/(JG’ J{ r%MﬂV‘fﬂlfo [.}/Ff 1’1’ /’/b@f‘gt /ij;/ M}\ e__,t“.
,C Mb>o :i(K]L -ﬂ; 1ufu Fé?v* 2y j\(ff by k;\ '01)’

y-—
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Beispiel: lagnetisches Tragsystem

e[ -
| e )
N SNIHINN =

A y Loy
Ve b PP | S T

' m
TE keoust.

Die Eisenteile seien ungesdttigt,-das System also elektrisch linear,

Qualitativer Verlauf von L(x): i oo (ﬁ[?-o{s?— -
e U, < e = H;"*“{ Ix T L_

B ;/.(4 QH 7t /A/Q W1
$2 B A=BA,
./A‘L - B4 X¥ BZK:’QO'W'L
Ar
84‘}(4'-21_,‘;\7‘1&:;/4,@-5,\;,»
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TECHNISCHE

UNIVERSITAT
DARMSTADT
a) Aufscellen der Jewegungsgleichungen
R : _9 .
. ¢ Q n=2 XJ Q 1:_ —
H_-:—L_ﬁ wg{-= i‘m‘}?._i_ T’L' {UY) er_) WP=O{/ M?wng ,gb,flg‘?
L () u(d '" erhelgy it
] BV = RiSQ, 4= Flu+usl ~
? ’DWh*_, ¢ Mz f i 2
Vx e T o T MK, o Lt fer
- " ‘ P
W
F srh= Lt fo=RL, fo=u
mx -1t =F (e < LY
[ T TR S
[Lxi) + Rt =y

‘st

TU Darmstadt, Institut flr Elektrische Energiewandlung | A. Binder, Unterlagen von Prof. A. Prechtl/TU Wien | Folienteil 3/Seite 39

‘*ll‘



TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

H) Gleichgewichtdagen

X=Xo 1=1o

3 U= Li.a
"i’LI(%){:pZ = F g

kKonst, V(:—Eaiég%jz) e
Pl = 0

Jegen Lﬂw)<:o sind Gleichgewichtslagen fir F>o grunds&tzlich

. : (2 P P & " P T ’
miglich @)y (5~ )20 2 KR Sbakiltal puviisle
, s P

_if(b\’a)’igz

.

- lL / ' 2'] = - 7 b Z ‘
o -] = ) 45! <o Tnsdail
.1 =2l 42
g@/l L™ ;} g _u)_-"““—'f’\/-z,i
X ‘d:,(z x 3
e~
<3
- . g . . (x?o)
Das System ist statisch instabil und daher in dieser Form nicht
brauchbar,
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c) Linearisierung der Bewegungsgleichungen
f)(’fﬂf'o'f'jxs ; /t.:’l‘:o-!-‘ﬁ‘s ; U= U+ Us
" _L / Vd ' 3 L ‘2 -
ma’s "&[L('xﬂ)"' L (%)VYS & ](19 +2£ot~5 ""13) = F
{[J_(a(o)+Lf(yo)%+...](4;+{;)} + R(t,+Ls) = Uotis /CSZ et / u,./lzi{»{,{/»,)
" ] A o n 7
s — i—LMa)ft} - L) 10t - FL0(00) 2,0 oy = F
J-(‘X")‘s +U~\’o)4,,x + E + Py = /H.é‘ (jW
SIDJ(,(O ¢L.00) x [(iotie)} = U%) iof-wro, + L)% oL epg s +0
My — %L//(Wo)dglu\/s = (o) 4o L
& , . (2) e
[lat)d + Rig + L’(Wo){w\g = U, LK) Qg +K stLtwu (5 S
' \._;(’_l) T'"O‘
Fir +Z44=0 (eingeprigter Strom) ist die ‘Feuerkonsu: be™ nmagativ,
W= — g - -L (%o )" A Xy =0 Lixa {‘o "2'_, -"“‘f_a
\,____/“‘/—"_"':' . ,’ /

7,
‘st

TU Darmstadt, Institut flr Elektrische Energiewandlung | A. Binder, Unterlagen von Prof. A. Prechtl/TU Wien | Folienteil 3/Seite 42



TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

’ ? ta \ \ N @\‘L{}] -
Chada & b Uy /(:’{'L“*' L=Lo +{; 4) ;(@) < L¥{x)=0
9 i L y ] iy
£\ ~ ! f # _ o - b«-:._, — "
f{z{ .41 ] ‘?ﬁi } { | b o8 i C ~ - 2 :} \} O—ir B P— 3

I i ") g )
!'r W WA L SEA J\KQ !’,l; /{f/% A
'

W

X i g /\ 1) B0 ! ,
A=A i)+ 5 xel+1 ,A70 250
i,
by - Ja N 4 w7 4 \ - 3 :\-’ A A / )]
i ;.‘ i } e % i Vg \ ’, } -
Mg+ L- L0l Gob ) xr e [ L) - 5 U)A J4, 60) =0
Nt N B
P . .
D>0 W(>0
! Tl ity 578 210 e
’Vﬁ A ;Ll_;,-"'f;"; VAR 4 VARYZYI s S ) o
/ £

4!! s+t
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d) Stebilisierung

% = = ¥ " i
durch entsprechende Adaptierung der rechten Seite der ersten Glei-
chung (2) kann man erreichen, da8 die Gleichgewichtslagen statisch

stabi werden.,
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» 13
Lot L5
trfassen der Position,

Lberlagerung eines Stromsignals

proportional der Abueichuno:.

(s , s B
4 = X ~ 0 Da ',:)
J/%(W ol 70 i Ax, (¢ L@j/wf) (
it —
samit wird (2), w4 [-L6)A - L) Vi, =0 (4)

#
Da L(XJ¢<O konnen wir durch entsprechend grofe Verstirkung
4 ; s s . .
A >lf{xd¢7412L7AbD positive Uerte der "Fecderkonstanten® srreichen.

Wachteil: Das System arbeitet an der Stabilit#dtsgrenze ( D=0, Kk>o

im Diagramm auf S, 44, Da hwi gen ). &
9 » Paverschuingungen). . ik +Ky, =0
Dynamische Stahilisierung: Wir ersetzen (3) durch = +~ [
1 A B i ’DD F / A — T i,
s A+ Doy L ‘ ) W= K
'/1"14

und erhalten anstelle der Bewegungsgleichung (4)
at / v " / L »
m¥y + Lo Bl + [0 - FLYW6) 40 ) 4, i, =0

Fiur B§>OL£%§“Q£9_Démpfung positiv, und die Sdwingungen klingen flr
hinreichend groBe Verstérkung A ab,
Gleichung (2), gibt den Verlauf des zugehdrigen Spannungssignals

an; sie unterstitzt den Reglerentwurf,
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1.12+2. Systeme mit nicht konstanten Koeffizienten

Diskussion einer charakteristischen Cigenschaft anhand
eines Beispiels.

Schwingantrieb

;.
Vm«}é@ the, '/
( //' A i r*dit {*u,q,g{li
S "w{&f’ bt b

5‘ ;{é‘. '5*\;.

V@Mﬂ{b‘fvfﬁ “R, )

Ruhelage (Feder entspannt)
: | FlUr X=Xo , 4= O .
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Nagnetkreis ist Spezialfall von Beispiel 3) 5.17 ([, 2. 8l- =D

. 2 20ty /' ey
Pplia) = LGPl Lo= ol =% rd ¥t
_ »V,Mnru’l&w @ma{ Qs LO L/
Bewegungsgleichung far eingeprégten Strom:’ /

‘-“u D07

nel X WESLmat Ll [- (10, We = el

b

mi + (ke 52006 = ko N (1)

dat

Bei Strom =Null: m-X+k-x=0
Rein mechanisch bedingte Eigen-Schwingfrequenz: Qm =+k/m

Bei Strom = | = konst. und keine Feder (k=0): mM-X+Kk,-x=0 Ke = Ll 2/d?
Rein elektrisch bedingte Eigen-Schwingfrequenz: (2, = ke /'m

Bei Strom = | = konst. und Feder k > 0: m-X+(k+kg)-x=0 kezLolzld2

/ k Kk o 5
Mechanisch und elektrisch bedingte Eigen-Schwingfrequenz: (2 = . |— + —& = QZ + Qéz
m m

‘st
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Speisung mit Wechselstrom fi=l_ﬁ§;;a)tf
WLR + [b_-i- he([— CO\S-ZQ)‘:)] X
mit h.a= Lal-z'/dz

Wir setzen weiter

‘—'—k'xo :LL Y

L HAL./)-

B sl = e olwb)d 20

Y R
—[-4-‘/.,«7@@17 &y

"elektrische Federkonstante"

~

QL (G (et s
- T, Qe = Tkt A K v b m el iy
) Wi La” W7 2 QAo
und bringen die Gleichung lber die Normierung = Bl
=xfd, T-wt AL -
4 "77-;-{-—1_ b O( )f@,ml, f
auf die Standardform o L Ll 2
d?-y ) v"}] b =
Jar ¥ (a-ig cos.Z?,“)y-- Qm/w) Yo , (3)
o ol ] . N
vt A cgnnnd W‘Cﬁ% ! Lineare Differentialgleichung
o - zweiter Ordnung mit
PR 2 Lor i
wobei g = %(%) = A'—(%m—) = v nlchtkgnstanten, at_)e_r
0t O periodischen Koeffizienten
a = Qz;; £ = ('u_aﬁ) +°2f ) \\/a"')(o/d
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Lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit

nichtkonstanten, aber periodischen Koeffizienten
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L)MW{J B,%/de ?/%C&M;f 2 Cltﬂff,&m f Mﬂ’lﬂ&&ﬁfdgs 4%(@!1@&@?14‘,@&,
(L et o (3, Lrx),cex)

@»(K*‘m =@(x), blx+)= 6L x), C"{’K*w} oty
a(x) J”(ijg& ).yl crx) Yxi=o

Aof b(k @(# aﬁyei‘%a
Mx +g(»<) A1)

¥ Cr«? f"{:,fah‘
it 9lx)e S0 (RO

2 e LX)
) Bin) “Lzaix) T2 )
w@” '{’%){;Hjé']f o . 8
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MATHIEU sche Differentialgleichung
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MATHIEU sche Differentialgleichung fiir numerische
Integration
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Mathieu-Differentialgleichung

Stabilitatskarte numerisch ermittelt

STABIL
INSTABIL

Mathieu-DGL (y" + (A - 2h2 cos(2t)) * y = 0)

,
XXX XXX KKK XHXHXHXK KK 1 X |
ORI KK HOKKK SKHXHKKK KKK KHXK |
HOOK KKK IR XK XXKX KKK XX |
HXHH XXX XXEK XXXKK KKK | XXXX |
HRHK SRIXKXKIXLHK KKK XXX TR
HOOBRXAXHX XXX XOOOGCKHXK XXX ,
TR IR HKAXKIXKXXHKK X XXKXXXK X

KHKK KKK KIKK KKKK XAXXK KKK XX |
KKK XRHKK KKK X XXX KXKK XKHKK XXX
SO HKARHKKKHKKK KHXKHKK KKK KKK XTIX XX |
HOKK KARHKKKHKK KHKKHKK KKK K XXKKK KKK XK |
HRRK KARHK KHEKK KHXRAEK KK 1 KHK KKK KKK XK |
FRKK KKKKKKEKKKKK XAXKKKK | RKxx |
SO XXX KIKER K XK ARKK XXK KKK XXX |
SOK XRHKK KK | HHXKAKHK KKK KK X HXAKHKK KKK KHXKK ,
SO XHAIH I HHAIHAK KRN | XXXHK XX XXX ,

S a3 e e e e

PSR HKARIA K IR HK KKK — %XXX\X\ X = Xv@”@A HKe XXX - - - - - - - == == — = — — ——|

KX XXAXK XXKX XXHXX KXARXXXK XX X X X XXX

|
TR KHKKKKKK K XXX KK KKK K K kK ) !
HXKK HXHKK KK T SKIXKKK KKK K XK KKKK KK KK XX XKR\
KK X HHKK KKK K KAKAKKK XK KX XXX X KA KKK XXX |
HOCKK HXHXKKHKKKKKKKKK KKK KKK X KK XXHXK XK !
HXXK KHXKKHKKHKK KKK XXK KKK KKKK KK | K XXHKK K
HRKR KHKR KKK XX KHKHRKHKKHK T KKK KKK K XK
KKK XXX HKKHK KKKHKK KK KKK KKKK KK | XXX KKKK |
KK XHXHRK XK KARKXKK K XX KK XXXX KKK X X XX
SO HORAHIOCASHH N =K H = SXAKK A 2 KA~ —
XX XRHKXIKIKAKK X XXK | XRK XXX X
LRI KHKK KKK TRHIHIH KK A HHK KKK K
KK X XXX KKK IOKHKK XXX KX XXKX) !
XK KKK KKK K KKKK KKK KKK X !
KK K HXKK XK KK KKK KK KKK KX K I
HXIKK XHXAKAKHKKKK XKKHK K K KXAKK K I
XXX HXHXKK KKK K KEKKK XK KX XK I
SERKR KHKKKKHKK KRRKK KKK KK |
KKK XHXKK XXX KK XK XK XXX |
JRKK R AAAKHK A KX A 4 A = = = = = ——————— -
SOKKK X KKK XK KKKKK K XK |
ERXK XXXKXKEK XXX X
KRR KHKXKKKK KKK XXX
HXXK XHKKHXKKAX KKK XK !
KK XXX XKKK X XXX !
HXKK XHXAKX XX KX XXKXX !
KXXK KHXKK KK | X XXKKK I
SKRKK KHKKKKHKK KKK I
KKK XHXKK XK | X XK |
HOXK X = XK XX A= = = 4= === — — — — - -
HXXK XXXK XXX
KKK XHXKK XK | XX

KXXXX XX
YOO XXX
FOOXXXXK X
KK XXXK XX X
EXXK XXXK XXX

IO XXHXHK KKK XX
OK KKK HKKKK X

OO XXXX XX XXX
KKK KKK XK1 XXX

| KIXKRK KRRK
SO XXHXK IR XHXKK
XXX XXXHXKXKKX XK X X
HOOKXXXXNK XX XX X
TR XXX @K

o 5., ) )
o — o
£ .kuva.mhmm
— Q9
o 8
._nm (7))
n £
(] [ )

0.5

Parameter A

he Beispiele auf Folgefolien (Rechnung

a7 'y

M. Lehr)

e Numerisc

2,

"«:ﬂl\\§

TU Darmstadt, Institut flr Elektrische Energiewandlung | A. Binder, Unterlagen von Prof. A. Prechtl/TU Wien | Folienteil 3/Seite 60



AL f /7

1\
W
IO m
UE< &
B%cTa y
NEM
>y
Yz«
— 20

300

05 1=0
1 200
Zeittins

50

(1) 1omsuomung

—
)}
©
&)
(@))
L
&
n
—
()
&
-]
c
(@)
c
-]
-
9
Q
Aol
M
-
-
)
| -
&)
Y
=
Q
-
2
L
—
)
=

Bsp.: stabile Losung: h

T
1
0
TU Darmstadt, Institut flr Elektrische Energiewandlung | A. Binder, Unterlagen von Prof. A. Prechtl/TU Wien | Folienteil 3/Seite 61



(NN]
T
O
w
=z
T
)
|
T

Mathieu-Differentialgleichung numerisch geldst

Bsp.: instabile LOosung: h
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Mathieu-Differentialgleichung numerisch geldst TECHNISCHE
Bsp.: stabile Losung: h=0.5,1=2 DARMSTADT
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Mathieu-Differentialgleichung numerisch geldst
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Mathieu-Differentialgleichung numerisch geldst TECHNISCHE
Bsp.: instabile Losung: h=0.1,2=1 DARMSTADT
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Stabile, also periodische Losungen der MATHIEU schen /) TECHNISCHE
Differentialgleichung an den Stabilitatsgrenzen heillen MATHIEU’ sche k BE%@?X&
Funktionen ce (X, q) (gerade), se (X, q) (ungerade)

A=a h%’=q y"(X)+(a-2q-cos(2x))-y(x)=0
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MATHIEU sche Funktionen ce,(X, q) (gerade), se, (X, q) (ungerade)

~

XI. Mathieusche Funktionen.
XI. Mathieu functions.
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Typische Periodizitat der MATHIEU sche Funktionen
ce, (X, q) (gerade), se, (X, q) (ungerade)
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%75 TECHNISCHE

Abhangigkeit der MATHIEU schen Funktion cey(x, q)
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Abhangigkeit der MATHIEU schen Funktion ce, (X, q)
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Abhangigkeit der MATHIEU schen Funktion se, (X, q)
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- 1
d,ﬁ + (\a-Zf cosdT) Y= (L) y, |

L

b

(3)

P

[2V)

Fiir die Untersuchung der Stabilitdt und fiur die Konstruktion
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einer allgemeinen LGsung von (3) ist der homogene Teil
d_._ly £l farid ? =
- L = oo s (7 I/ 2R
7= +la-2gcosan)y = 0, “-M’M ; ‘W{?ﬁ{i_"”w"" (5)

die Mathieu'sche Differentialglei-

chung, heranzuzishen.L&sungen las-

sen sich in der fForm
y= AR +BR(-7) (6)
iber
Ft) = em P(t)

mit einer periodischen Funktion P(+)

der Periode J{ darstellen. Ihr Cha-

rakter hdngt von den Parametern qQ

T t 7 - t T . ]
w-b’a w us 450 L bestimmen den charakteristischen

Exponenten ¥. Liegen sie auf den Kurven a,(7) ader ﬁ,[f)) so sind die

. | b und ¢ ab, Die lertepaare (a,¢)

yganze Zahlen (y=y Fir apg), r--r fir 6:(2) )5 F.(T) und Fa(-T)_sind_
dann nicht linear unabhédngig., Liegen sie nicht auf ‘den Kurven, so
—Z;E.(E) die allgemeine Losung von (5). Fir V= /m, = eigentlicher
Bruch-ist jede Lésung periodisch mit einer Periode von hidchstens

LTLML.Im allgemeinen ist die L@sung nicht periodisch,
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y=AFR@ +BL(-7)

Flo)=¢ P

y ist reell, wenn fir ¢ »0 das Paar (ajg) in einem Bereich
zwischen a,(g) und 5ndﬁj liegt. Alle LOsungen sind dann beschréankt

und oszillierend. Im Bereich zwischen 8.C¢) und ar(g) sind die »

komplex, die allgemeinen L&sungen (6) sind nicht beschradnkt.
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Schwingantrieb
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Ruhelage (Feder entspannt)
Flir X=wo , 4= 0.

. y =/, T=wt
Speisung mit Wechselstrom £{=T12 ssscot :

Standardform
o z 2
ik + [lor he(l- cosdut)] x = kot j,g’ +a-tg cos27)y = (Lufu)y,
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Stabile und instabile LOsungen zu den Paaren |, o des
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anregenden Spulenwechselstroms
X g 0.46 0.47
b+ 069
Aot
Breite nilahit
fo T® stabile u.
&= a4t Z schmale
instabile
.- Bereiche
Olg wechseln
stabil
0
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= AT + S Blt)= " )

Wir halten fest: Ein Chaerakteristikum von Differentialgleichungen
zweiter Ordnung mit periodischen Koeffizienten ist die Existenz
abwechseld stabiler und instabiler Frequenzbdnder, Stellen wir etuwa
in unserer Anordnung eine feste Stromamplitude T1Z = konst. ein, so

liegen Paare (a,; ) auf einer Geraden i =konst.

, Zel
sinkender Speisefrequenz gelangt man abwechselﬂdxén étabile und

-

instabile Frequenzbereiche (d,i}. Die InstabilitZten kommen durch

die periodischen Anderupgen der "effektiven Federsteifigkeit” zu-
AL A= . -
stande.
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1,13, Ubungsaufgaben

TECHNISCHE
i UNIVERSITAT
DARMSTADT
(= Teil 1, Folie 49)
A
1) Der im Beispiel 3) S5.17 untersuchte flagnetantrieb mit zwel
Spulen soll als Schwingungserreger verwendet werden.
_a d _J d i
ﬂtmw‘fwam

. —EI\—/ _ ,‘J ' // jﬁ%&ég\i \_\gg_ \/\F/A_;\\_],\_\ /%}
7 I/ ‘ e b | x
= \ 1—-.[ 4 f‘*:“ea“—j)‘impfu@ 8% 3 X /.' B
= J 7 = g
{ﬁf \vﬂagne'llamf—rfcb vou SAY / //!/. //

+

‘,L_ . oy by s ewlspanid i <o ) /// ; Z ////:///

< L

a) Stellen Sie die Bewegungsgleichung flir eingeprdgte Stréme 1

1, I,L
auf,

b) Die Speisung erfolge durch drei Stromguellen derart, daB

, = T+ 4l
A /!:1 43\. )f’ ? . roz A-_pus‘{‘.
1 1 1, = Io""f'”'):)
—*{3}—h{[>»

Spezialisieren Sie die Bewegungsgleichung
fiir diesen Fall und diskutieren Sie die

- Stabilitst von Gleichgewichtslagen 4
= LCDMS‘!‘-

= kanst,
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Jorin bDesteht der wesentliche Unterschied zum Zchwinga

antrieb von Teil 3, Folie 45?

‘wi
c) 3estimren Sie stationire Ldsungen ()= @E{g d }

i

A = Teosewt und skizzisren Sie die Abh#ingigkeit der Amplitude

\X |von der Kreisfrequenz @ bei schwacher und bei starker pfung.
4) Derechnen und skizzieren Sie XCH flUr sprungartigen Yerlauf

¥ '

von 4(ﬁ und die nnFangs edingungen xl(ol=0, xlo) = O, bei schwa-

4 1
o cher Dampfung,

?

Losuhg:

| g bl 7 . Fhel 2
a; wmou + 48X + £+f Bk g = 2 b WA
[ tei) k] x = 2200 i) ,)/
b) System ist stabil fir alle uerte -

o) 1| = (g 8] wid p=2, Q=lgn, Kbk bl
2

d)

X(4) = [e mstmt+£5mog{) 4]x1 )/@——-—5’17_ B _(2//./4%,)2; fﬁz-ﬂ?
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Fas by
Vmoﬂuwu;f
wotdy Cinls,
- W&/WL ?(ar

Beachten Sie: Eigenkreisfrequenz @ = w und Resonanzkreisfrequenz e:ii* plnpltins :‘g’

@ = @* 5ind nicht identisch, aulfer beim ungedampften System & = 0l ﬁw*'w‘? |

o= 0N1-5 12 <@ = 0-1-(8/2)
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Bei Anregung des Schwingers mit der Resonanzkreisfrequenz o = o* ist die
Schwingungsamplitude maximal, bei Anregung mit der ungedampften
Eigenkreisfrequenz o = Q die je Schwingungsperiode T in Reibung umgesetzte Energie Q!

Beweis:
x(1) = x-cos{at + @)

dfm-i’ . s
Mt By %+ % = f(t)- % E[’”j +k-IT]=f{r]-:r—b-r

d gy
E[ﬁ'} +, _}= p)—g(t) Wi kinetische Energie, W, potentielle Energie,
pif): zugefiihrte mech. Leistung, g(f): Reibungs-Warmeleistung

Stationare Schwingung: wp + W, = konst. und pif) = g(f): Die zugeflhrte Leistung wird
direkt in Reibungs-Warmeleistung ur?gm!.randelgh um die Schwingung aufrecht zu erhalten.
Reibungsenergie je Periode T: 0= J'_g;.f,:ﬁ = [g;-f_rtﬁ.gjﬂ(ﬂﬂp]}? dt=b-(ai)*T /2
0 0
2.2 2 . .
P=L_0 (@ 202N & — Ppa=P({=1), alsobei 0=0
I 2 2 1=+

‘st
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2) 'Die Linearisierung des Gleichungssystems (1) 1.12.1 zur Unter-

suchung der Stabilit8t eines Gleichgewichtszustands oder stationé-

ren Betriebszustands y°

("%

filhre bei konstanten verzllgemeinerten
Krdaften auf ein homogenes System von M linearen Differentialglei-
chungen ersterOrdnung,

i{s—--Ays oder ZAqyJ ; i=4..,m, | (1)

~

A... mxm-fMatrix mit konstanten Elementen.
Der Ldsungsansatz
lt 1]
y'=ge  , a-= {Qt‘) =4y m] (2)

(o]
liefert das lineare, homogene, algebraische Gleichungssystem

(AE-A)g =0 mit §=d,af{4,..., , ool Z(AS,J /4,4 =0 4<h.,m, (3)

zur Bestimmung der Konstanten ai' Es. gibt nur dann nichttriviale
Lésungen (triviale LBsung: alle q€==o), wenn die Koeffizienten-

determinante verschwindst,

At (AE-A) = 0. (4)
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Dies ist eine algebraische Gleichung m-ten Grades der aligemeinen

Form
3 L 2 LI (R R S R (P AN ) (s)
) o A ﬁmo
zur Destimmung jener m méglichen iderte von ﬂ (Eigznwerte ), ﬂ,-n, 3
fir die der Ansatz (2) das System (7} lost. Zu jedenm Eigenmertﬂﬂ)

gehdrt ein Satz von Zahlen gm={af,J=@.”)m} ("Eigenvektor" zum
i-ten Eigenwert), dJie sich aus {3) berechnen lassen und bis auf
einen gemeinsamen konstanten faktor bestimmt sind., Die allgemeine
Lésung van (1) ist dann

A

At
yo = ¢ g’e e

N Ay i W = koust. (6)

/4

(2™

(il B, ; 5 ; ‘
Die Eigenuerte Z also die turzeln der "charakteristischen Glei-

)
chung" (4) bzw.(5), kennzeichnen das Verhalten der L&sung. Fir
eine reelle {'atrix ﬁ sind sie entwedsr reell, oder sie treten in
konjugiert komplexegn Paaren auf., Besitzt irgendein Ligenwert einen
sositiven Realteil, so wdchst die St8rbewegung exponentiell an:

Instabilit#t, Umgekehrt klingt die Stdrbewegung ab, wenn sBmtliche

Eigenwerte negative Realteile aufuweisen,

)
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Krdterium von Hurwitz: Eine algebraische Gleichung der Form (5)
mit reellen Koeffizienten und £ >0 (ev. Fultiplikation mit -1)

besitzt genau dann nur Yurzeln mit negative Realteilen, wenn die
m Determinanten

w §, 4, o o o)

g go 1 o 0 ,@ 'gz. @T /gn

D1= gt ) D?-= ,@; ‘8:. ’ D~5= 'gd 'é?- ’g“' o iy Dm: Eb : . b
}5 'gq. '35 'é.&m-l '6:21'\1-2 gm

alle positiv sind (£P=C72u setzen, wenn ¥>wm )

a) Die erweiterten Hochlaufgleichungen einer Asynchronmaschine
(Ldsung c) zu Ubungsaufgabe 4), Abschnitt 1.11.) besitzen die

Form eines nichtlinearen Systems von drei Gleichungen erster 0Ord-

nung; stationdre Zustdnde fir konstantes Lastmoment Mghmerden
durch

. wig, Heg
= y - M (4] 0 Lmr__é;? %
yz.o - !.:ga - Mi Vit Y. yao""'o ﬁ« 2, Hee

beschrieben. Wie viele stationé@re Zustdnde gibt es zu einem liert
Mo (Skizze!)?
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b) Linearisieren Sie die Differentialgleichungen um diese statio-

niren Zustdnde und geben Sie die charakteristische Gleichung an.
c) Yelche Aussagen iber die Stabilitdt der Asynchronmaschine gegen-

Uber kleinen Stdrungen (einfachstes flodell) liefert das lurwitz-
Kriterium?

Ldsung :

a) zuwei stationdre Zustande flr \Malé MK
0) AP+ 24+ Livye + R/t [ A+ R (12 (1437%) =0~
c) stabil (instabil) bei Mg=konst, fir ly7| <1 (>4} ,

0/-£e -'/SKJ.’{SOCAK {'401’>4}()

TU Darmstadt, Institut flr Elektrische Energiewandlung | A. Binder, Unterlagen von Prof. A. Prechtl/TU Wien | Folienteil 3/Seite 99

7,
‘st



&7 TECHNISCHE

(5//=\ UNIVERSITAT
"0 DARMSTADT

Mf&ﬁw A M2 LSerap:
Alkrooble dse Lpap Lumems Dr[ 9t ot we tupudd o Beityatds v =2
(54):; ( 1 2)( yf) A =(252 )-tualeix 5}? =7ty fm pibiafpctlt Liw DL,
¥ V’ii WZL ok Y2=34e+12 | enity @,ﬁéw.«f wih beputf.
{ow By owbpdk s R f oGy Oudiing: 1
¥ é',, = E{/’ + 242 :jﬁ *2'(35:: +Y2)= ¥y 644 *%{;&-jﬂ: ?yfa 297

Vo = U SN0 pnd yar (Y2
L3 png ; Y= e R A D2 =230 Ny A% hic = 42

j"”“ A“k"ehk'{ 0 2 €1 = b §h e )%T'f@)”-&i(z, Apsh o M
(e@H (@)

2

@+t -y (-TE%
Y= Ks € + K, € ) }{z“- k@‘E?ﬁh _TJ(L(‘EJ‘ € (*)

—

‘st

TU Darmstadt, Institut flr Elektrische Energiewandlung | A. Binder, Unterlagen von Prof. A. Prechtl/TU Wien | Folienteil 3/Seite 100

A -
%



WMMMY Loﬁwfdwcg wl, Males gw neoéwmf‘

) A ai TECHNISCHE

nge igﬁ o) "\‘{:g%e =AY A 0e 4a=A0=0E8 UNIVERSITAT

Dol N ) (VE A & 55 DARMSTADT
(NE-AFO dag#d  0=(00) EAYS -

AE A wndd bustsn 0l Goinge it ?{fﬂe‘a&fﬁyzwﬁw [ o, cem!

@(?sf;d A)=0 ; P’ 2 =0 =(\-AP= (=0 =72-22-T0

y N s £ r -2(4)?’f2,?
0,0 0 g0 P\”'é "
l':c 9.1 @ +(1 a C
MMW«AWWQ‘“OMW (()“)E A) iy U%Mﬁ«l@r/{a&@bfﬁff%&/
ol 9&” ke B0 Qus] Lot vl Rl &Md% Vifeo buneclienboy,,

f ?\!’A) 0 \‘ 7 A 7 QG\} 0 (4 2\(’” QS“ﬂ‘ 20(#1)._(3 (f’}
Lo )" (3 A)j (Q;j‘ (0} T30 (42”00 1y

) wad () dst nf Vodabdir oluidh 362“’5 (- 27) &7 ~(4-116) 4"
vt g o 7 0. @) 4 F 0
,Saﬂm,) ~(A- -am af&)_ '-(/l A‘Fr)&(}“ r‘g!%) ; QA{ZJ:_E!&L(Z}

Ui f‘d}ﬁ*‘ :gm =4, aifa};’!.‘;@ O\{JL (g) o[, ;"-E‘)

5\ 4 e :
\d‘: ™ (j ek, c”’):( %)e (1-Ten ot ol soudicd, Wit ol by %)

4 7
e alt) {2 ¢
bown K= 15 ) Iy €L [Z)

(1+0EH M G
J= k" er g + K (F/

‘st

TU Darmstadt, Institut flr Elektrische Energiewandlung | A. Binder, Unterlagen von Prof. A. Prechtl/TU Wien | Folienteil 3/Seite 101

A -
£



Auviomsbing gliy HURWT T ~ler lernduw b,>0 B Ve T
=l-»|‘30 6-,**2(‘0 wloo wind. L &32-%\)-% ““0 L=t 4,...2
Qa?w,wm provifin! -

Tobnbclidads 'fb{ AHE>0 | mRr Qe A-fE <o . Ao udla bl Lé‘r,ffmﬁ
B)  Ioddonf ol diivpns ﬂ@rwmmmm e 0y 50O oo ot
Stokousy povbl 2=13  (PPAFF— JORDAN - %M@M s
3" =-Y4 -2 Y3 ;,a—a ~Yo Y2 +44Y3 533_ ke, + mgs (s )}
AAuapsbrdiugiupus Y, (0= MRo/(LHE)  \alo) + Yo t0) Yar2i= 0 wlo(l+pfd)) =1el0)
o) tahowne Lswiup: 4lr=0 = o= -yi-ayR 0= -yPfeyd +1°y8
ﬁ;:.ﬂkx_%ﬂL_ 0>-kys +mgy
Ly m’?’.‘_)z?’ T Hs« 02 =yt
P f‘;ﬂ@\?—rﬁ'}oﬁww Carsiuntdry % n @ s '7& ]

0,; 73 H!SA = _...i.m ‘so
0 . 0 K + 02

3;’ A= 1VYg = =T ’ “A = m 0s - }{3
-7 W \r__gm M {'F&A) Sic n Fege

—— P A

TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

TU Darmstadt, Institut flr Elektrische Energiewandlung | A. Binder, Unterlagen von Prof. A. Prechtl/TU Wien | Folienteil 3/Seite 102

‘st

A v
- :
?,



TECHNISCHE

UNIVERSITAT
Dea eubjwdd AN Sl K080 Mt Freddlyoe f:\r SR Loy Wﬁ'}yw e} DARMSTADT

e - 4 = -)j-ii ‘. m‘, P 2 ‘\M.I ”ic M

PP oy e Rt s O S
13 To e _ Lo
L g

S He % s
Se. Mo T fUMBJ -4 o

[Mid 2 My, sout wideh ekt 7

A Umeasd v Yot l= Y0+ 8y, ), ysz 0+ byl ?,3 oy, lH
S0 A Y=Y~ hYs ® 4y, =1 ~ (Y5 #yPhys ) B, #8073

. ' ) e
Yo = -t Py A72=7"‘ be A +47s r

¢ li,, e +yﬂ°a73 o \;fa Ay +808v3)
<

gwmzmm AY P AY«* - ‘faé\{z “‘{m ﬁ‘/::, R e )

g Aokl 4y > Vibte = &pa #(4eyflaps] AY = ( & - w3
(.lfq f\{'L {\J’S ﬁ/%@ b\;g s~ ko i)‘fg_ \—‘g\ | —k 0

I %k jw*’”” A :32;3._’ Ak

(a4
VM:“:?J

TU Darmstadt, Institut flr Elektrische Energiewandlung | A. Binder, Unterlagen von Prof. A. Prechtl/TU Wien | Folienteil 3/Seite 103

‘st

R .
- :
?,



)[4-/’ Y.;D ),LO B
M {}\EJU ﬁ) =0= “530 ){L:‘/f ’ﬁ’;‘"\/,;o /1 (A*"A]z.)& T}’l"-{“\fg"}k + k'()\‘”’ (471\{”9} X Yol LErs:l\H/Elngf_:riE
W yeu .inﬂrrou\ )3+2>\2+ h'ﬂ’{' k(ﬂ‘f\{») +‘{3 j.l.[c(/[f% 'YL DARMSTADT
PRTE

VB o 4+7°2 Indgls Agh wy b

v /Mﬁ 4‘*‘:’:?2:” e
7\%’*1)—#)\[44"—” +Y°zj.f,é -0

4+yu

/C;ﬁg\gtl(;o‘\:‘ ‘{M)Q*"-e';tj) '5’15‘3&0 - E’a"""!r lfn=? 6‘7."" 4+ _k“ 1 3

rf-+fg"‘" R

by b 1
fRwiT2 s m=3 = 4 =04r=0 ’“‘Y?Z

z ? 44 4o |
ko201 D,z 4,-270 D, - [4"3’6‘1] /(r%,{yz 2 2y ™

< Z+y ZY _L A8 w‘*\ﬁ")%&\kﬂcv o,daho

'fr i \ ks A+(3* P10
k D 2 4 0O 2 (14482 >
D \h ley A bo by 2 |= +y342 4 i N+4% >0
bl b 15 by
24y by Ay = (2bamby YAy Dody 30,0 by 20 WABRE.
P 2?0 — Al s Fh o=
?’5‘ w @ ke e
,ﬁ_ gz.vk:\l{—— 29 /;’U‘\f 73 4ﬂ {Ov{«')ﬂ (;S ) et atdio ,SQZS l - IL( l MW%‘@
Sie

Hakit e
RN SRV L Y }?4 adwo |03 8, iinllobt

TU Darmstadt, Institut flr Elektrische Energiewandlung | A. Binder, Unterlagen von Prof. A. Prechtl/TU Wien | Folienteil 3/Seite 104

r .
7,
‘st



