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1.74, MNichtlineare Systeme

Die vollstdndige analytische Behandlung elektromechanischer
Systeme, die durch nichtlineare Gleichungen beschrieben werden,

ist nur in speziellen Fallen méglich, Bevor jedoch diverse [ldhe--

rungsverfahren angewendet Dder Simulationen mit Hilfe eines Rech-
ners vorgenommen werden, sollte moglichst viel Uber das Systemver-
halten bekannt sein. Dazu dienen Untersuchungen qualitativer Natur.
Anhand einiger Beispiele sollen typische nichtlineare Phé&nomene
aufgezeigt werden,
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1,174,717, Verlustfreie und konservative Systeme

Wird dem System von auBen keine Energie zugeflhrt und tritt
keine Energiedissipation auf, so ist die Summe ags kinetischer und.
potentieller Energie konstant, Diese Bedingung schrankt die "kine-
matisch zuldssigen Bewegungen " auf eine bestimmte Klasse ein.
Besitzt das System nur einen Freiheitsgrad, so l&83t sich damit die

Bewegung vollstédndig charakterisieren.
Allgemeine Systemgleichungen:
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Multiplikation mit ¢, , Summation:

TU Darmstadt, Institut fir Elektrische Energiewandlung | A. Binder, Unterlagen von Prof. A. Prechtl/TU Wien | Folienteil 4/Seite 2

7,
‘st



€/ 3
. Tl TWF Wy o di s W, (gt
7 )L W TR L0 - L

TECHNISCHE

UNIVERSITAT
DARMSTADT

7 W, 2 g L;/,;”?f o 7%, Z/ ¢ hWK#: 3"V‘Wk
7 : AW, LA/ Y ¢ = G
z 52%_?‘ #\/_‘Z#z “it f’{t pii .Z?‘ Lk
o g _ Al it Oba
G2 = Al T 5F gl o )Ww‘j\/@éﬁ
¥ v o S6 472V DY,
und damit /////’
AT 55 o _ d) o _ W, o ,
dt[fo%éb,_'Wh**WP] “‘,-Z(fé ‘f{)fz - Ef"'ﬁf/ (1)
- t I .
. Wh v D

V% die Summe aus kinetischer und potentieller Energie, ist unab-
hingig von der Zeit und gleich einem konstanten dert (cder z.3.
durch die Anfangsbezdingungen festgeleqt ist), wenn die rechte
Seite von (1) verschuwindet. Dies ist insbesondere dann der Fall,
wenn keine ZuBeren und dissipativen Kridfte wirken K (Abgeschlossen-
heit und Verlustfreiheit), und wenn Uberdies die kinetische Erg&n-

zungsenergie und die potentielle Energie nicht explizit von der
Zeit abhdangen,
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fMlanchmal 1868t sich die Gleichung.(ﬂ) so umformen, da? Anteile
der .rechten Seite als totale Zeitableitungen ausgedrickt werden
ktnnen und so nach links verschiebbar sind., Sind etwa die &u3e-
ren Kriafte konstant oder hdngen sie nur von den verallgemeinerten
Koordinaten ab, so 1&3t sich ein "Potential" ﬁk dieser Kréafte
finden falls
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Die Kr#dfte sind dann "konservativ" und es gilt . :
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Wp wird in diesem Fall’ elnFach zZu W% gez&dhlt und Sechts verschwin-

den dlefl. Bhnliches gilt fUr dissipative Kr&fte. Schlie@lich

kdnnen auch Wh und ¥% iber additive reine Zeitfunktionen EADIlth

von  abhangen, ) W’*&kfkfak/
LiBt sich also die Energiegleichung (1) in der Form

i : | g
dif/at (= W)= o ”ig"’? _L_jp ;‘;bp 5 0

tr Q‘)

7,
‘st

TU Darmstadt, Institut fir Elektrische Energiewandlung | A. Binder, Unterlagen von Prof. A. Prechtl/TU Wien | Folienteil 4/Seite 5



UNIVERSITAT
%' DARMSTADT

- on _ H v ‘ .
Mes o7 Ve = Zgavi ~Wi?, g 99% %‘f« oo Wie¥ (805 900E)

=)\ )z 2%@" ’*!«/‘Lc*

: 7 Des . b
suf—-awwp.o fr- 9 wwewp(?t,-w%k&%g%%qfw%
/L«,wn&_;e 0 who nev !"’P"' Wp{‘?} ), Sowmil. iw Z ;[ ?" 2

9(/!] m 2 ‘di.‘u-.?-b../?* BM
jﬁ LVJ + W}P? Z»f ?L &2 -p ?L ﬁﬁ "-7;% MF:T,_WPY“ -‘CX(Z‘ @rg ?t 45{
3
3 e

V) @W\Gé‘ Qﬁ‘i: ‘“'?’@tzi?{w?b W{ "JP(@L 9{3%”0 7 LWL(*M/P’*WP WP-]:: ﬂwhk +%§ﬂ

Falbs Wl (90,9 )wpfs; ) mow‘e 0}2? =0, mmw

oxffwwwwwp”wp? 0 lo}/w * it (5

TU Darmstadt, Institut fir Elektrische Energiewandlung | A. Binder, Unterlagen von Prof. A. Prechtl/TU Wien | Folienteil 4/Seite 6



TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

a3
schreiben, so definiert W die (eventuell erueiterte!

e

nergis" des
N : ; o o P '
auf W {(der ‘'ert der Grdle W bleibt arhalten), obuohl es uweder ab-
geschlossen noch verlustfrel zu sein braucht:

A
Systems. Uir bezzichnen des System dann als konservetiv in bezug

I—

Wig 4 54) = koot = Wige, o t)

gq=_g(ﬁ), Za=90h) . (3)
Wenn W nicht explizit von der Zeit abhdngt, dann beschreibt
enny b Sxpotell =

SMQFQ)=M6 fir jeden Festan Uert W, eine (2n-1)-dimensionale Hyper-
fliche im 2n-dimensionalen Phasenraum.

fUir n= 1

Im speziellen erhalten wir
die Phasenkurven in der Phasenebene,

die als
linien der Energiefliche aufzufassen sincd. Der Zusammenhang mit

Zchichten-
der Beuegungsgleichung ist durch )
R i s )
daho ’X/ o~ ~
(i_?‘ w oW
rY 0 + _ ==
¢ 9% )¢ 5.

QW W
bleibt.

(W, i+ r=0) Y “24.9¢
hergestellt, sofern der "Trigheitskoeffizient" (QMA@Qéé heschra
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£in Gleichgewichtszustand f=ﬁfa= konst, ist demnach durch
QW ¢

gekennzeichnet und, wenn er stabil im Sinne des Abschnitts 1.12,2,

sein soll (stdrbewegung des linearisierten Systems zumindest nicht

aufklingend, T>9 D=0 K>0), _ /\_A}S'j
2. . 2) (:2’& { -
w(f 0) =0, (& = o 2 D3 3 657) (5)

ﬁ%n also die Funktion [UCQ,Q]bel fo ein Minimum besitzt. Man nennt
W(f O)allgem81n (Fir bel, n) deshalb "Potential", obwohl die
Funktlun (etwa iiber eingeprdgte Strdme oder Gesduindigkeiten) auch

kinetische Anteile besitzen kann., -

Die Betrachtungen des letzten Abschnitts sind etuas oberfl&ch-
1ich. Tatsichlich missen die Ableitungen (4) und (5) weder existie-
ren, noch ist (5) notwendig od:r hinreichend fir ein fMinimum. Uber-
dies sind auf der linearisierten Stdrungsrechnung basierende Stabi-
litsdtsaussagen fir ungedampfte Systeme grundsdtzlich problematisch.
Trotzdem gilt: Notwendig fiUr die Existenz eines stabilen Gleichge-

wichtszustandes Z’ ist, dag W( 0) an dieser Stelle ein {linimum
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Unterscchung der kritischen Punkte liefert die
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1.14.2, Beispiele

1) Drehspulsystem

Drehspule auf nicht megnetisier-

_% éﬂ barem Zylinder, Tréghaitsmoment?,

mechanische Dampfung und Reibung

vernachlissigt.

Stréme 45 und 1g @it konstanten

- ‘Yerten eingepr#dat (Rotor oder Sta-
= tor kdnnen auch [lodells fir Per-
- manentmagneten sein).
System sei elektrisch linear,
——‘—'—“—“\
) 2 ‘
i

n=1, 1,%

kinetische Erg#nzungsenergie:

L v 2 '3 Vo
o B e AL e bl + Ly @i

J
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kinetische Energie: Wk ='—WL< 4 ‘f'? v ?L = —j%;-“ 7 = ’,q[ ’i:
* : L, | =
» QWE W*‘__l &z——-LLSfVZ i_erZ.._L (})!{ ( | NL;:{ o
== i - = S S ko V5 g [
wh’ ﬁa& _h '&J . T ETRY ¢ 3’(91?/:4
: L s s ] 1) 5.54 =
szo) {soj fd=¢% hénlcht explizit zeitabh@ngig. Hus_sgkwiy}4 ;:i )
; " . ] ‘ ] NSOy MT Y
i = A4 5 Ll - FLi-Fad] =0 o7 (24°)724°7 5
é; koust.
N g N ! A o Yo % _ _ N
Ist z.B., zu einem bestimmten Zeitpunkt, ﬁ=£§ ﬁ:=ﬁa) SE gilt
W o= 2(%)4'&{5. Das System ist konservativ in bezug auf W, Ange-
a = ks

nommen, das von den duSeren Spulen erzeugte fagnetfeld ist in der

Umgebung der drehbaren Spule im wesentlichen homogen:

Lsp,(f/g’): /.39 Cajgj‘)} | W(ﬁ)}):%g}z_ L;::!I;lf; CQSUQ' = Wa
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Chasenkurven sind bei konservativen Systemen die Schicintenlinien
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"Potential® W(ﬁ,o)z-Lo '£27;, cos 2 ist Schnitt der Energieflédche
. f
bei b= A\\TJ(&,C’)
_ e
T W00 hat min, bei $=0
T T/ hat Max. beipp= (Sattelpunkt
il der Energiefliche)
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Phasenkurven (1)
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Dhasenkurven und Potentialkurven vermitteln qualitativen Uberblick

" {iber die Nannigfaltigkeit der mBglichen Bewegungen.

L]

'\' -
Gibt es reelle Losungen 2}" von Cos}’:-wa/(ia {jgg) (}:o)) s0

findet eine Pendelbewegung statt. o
g v - 0
Bedingung : ]Wa/(%{sik)/é_ 1 Amplitude = |axcas (L;-Z-’;)[
) o i (2
zf'"gﬁ - L@is(«n.(CosL%-Cczﬁ_J’o) =0 (2)
analytische Lésung flUr Pendelungen:
(£ }° Substitution swuyp= swld/e) m&glich (03=z3°:5f,;55o: 1, j;‘:\?Z/z)

;o . sm(PTL) 2
s casd° = L[l (PN) - sind2)] = Lsia?(H) cos’p

Boos(82) = L¢ cospsia(Ble)
n(2) mit o, =ij€ W] b g wroost(Y2) = w5 L 1= sullB]e) seu’e] |

ly ’ <7
= ('ODCI{ = J——C:—-:——:'*z—-ﬂ ) m= ébﬂz(tf)/f‘-)
[ 1= mSmy

‘st
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Zum Durchlaufen dos Jinkels von 0 bis b (Obis ¢ ) wird die Zeit f
bendtigt :

Pde' .
w,1 =LWEMW' F(‘f’lm) i

Normalform des elliptischen Inte-
nrals erster Gattung.

WL e e
Gt () = Ao (BT )sinp= W suup  ist

w,t= Flelm) .
P = Lo T siep)

Sorameter

eine Darstellung der Ldsung a}:zﬁﬁ)

ﬂ - - \f .
3gim Durchlaufen des uYinkels & hzw, g:@ﬁ, verstreicht eine Vier-
telperiode T/4:

T=2 F(%in) = 2 Km)
F(%[m}==K(MJ C

vollstindiges elliptisches Integral erster
Gattung.
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Jesentlich ist: Die uerlcdendauer hdangt von m.und damit von der
= T R e
i
Kim) AmplltUdiwéb (ﬂ&f”“ \“"%. oA /A;Ln»ﬁﬂy:;ﬁ,ﬁy
,2‘5;3{_“'-* | - - f{,@{,{,&_ﬂi \(f"‘m &1 f:’ fﬂ
T | E———  _m=1 ent8pr1cht & T, J
' 3 (L@qbw‘(&? C'}/('* (PTG —)' o )
2 E —flir m -0 ﬁllt'T .Z%AUO &%QVQW
2.
T

] .-;.,%,:;L e LA A (7-._ QVQ W\Lf
. %%ﬁ««sz

£ - | - |

. | m

T

v 45 40

‘ . o o
Das Bild 5.59 zeigt den Uerlauf von ®(t) Ffir die Amplitude $=120",
Die Ubereinstimmung mit einer Sinuskurve ist noch relativ gut

(wird immer schlechter fir ¢°—/¢o°), die Schwingungsdauer unter-

scheidet sich jedoch bereits erheblich vom dert fiir die lineari-

sierte Gleichung (giiltig fiir kleine Amplituden)
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2) 3Beispiel fiUr die ‘nwendung <erT "Pogitentialmethode™ zur gualita-
+iven Untersuchung von dynamieschen Vorgongen
@
J.\.Trégheitemoment beziiglich 0 f _
m...Gesamtmassse 'f;ﬂ \‘
S ... lassenmittelpunkt SNE/EL/Y .
T )
A |L\ A
L) |
{
AA
S!-fiiiczr

| _if ' _ ' -
e T ' , ) |
et

Y
i.£1 { 1a

qualitativer Yerlauf der Gegeninduktivitit
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o5 3 ; . i T — : Py 50
a) Stréme 4, und {, mit konstanten .erten eingeprigt

H,:ft i lﬁ’ ‘
% » 2 {L 5 _f_ ‘e L ﬂi),{ '['
W= £10 +LLialt+ Ll + LWt
] * vl ) o
W, = }%ﬂg&_wh* = %J -_ZJ:L!?‘{Z- E[,”Lz,’lz.l—l—f(‘})’éﬂz 5
Wp =*Wt&’£ COS} , |
W= WtW = i'g’}— mglr:osﬁ’ -%l,ﬂ;z-i'[.ﬂ\f— Lf(ﬁ)i, f,
Konstante Strome ’Q=I} 7i2=1; eingeprigt :

A We _ d
%“%—=oj 99-&-0, f-o, {"=0,

AN, B =0, WD) =E]5 mplesd - LG LL, =W = houst.

Wir diskutieren das "Potential"

W2 o) = - ngaosﬁ —Lf[ﬁ)f,l; }
wobeil

WS = 18+ Wih0) = = koust

(1)

(2)
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a) als Gleichstram Ir eingeprdcgt, bewegliche Spule kurzgeschlossen

Jiderstand der kurzgeschlossenen Spule wird vernachldssigt (dies

ist méglich, wenn die Zeitkonstante L./R, grof gegen die charakte-
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ristische mechanische Zeitkonstante ist), ihre FluBverkettung sei
null,

o= Lh tLE =0 = f--Llr Ry ~ 0147, = 0= 7, (t) = konst. = y7(0) =0
t zdy l) 2 G y
W= by¥ o mplesd- $LT - YT +%)L Ly mplemd - b Ly - HLiE LG,
a* z[j) = ! :.‘\ AT M-?- ta f) &) \:‘
= ZA—-JJ’ —mg{’ws?}’ +,Z —aL':_' IL I V ‘)—\,P‘S;Z {:r‘ ..._*_-..'t- 0 RVAN
2 N
"potential® +1 %:J:” =Ko
~ ) -
0= 1 2 by on
AY,
| ABC,D ... Gleichgewicht
p  -mgboosd B,D... instabil
j:}?\ AC ... stabil
1 > i
=L \g\_ {f:)@f @& ,évl( @2) /{"
AL
/LZ' { U’ ’{’fl j
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3) Zylindrisches flagnetsystenm
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, 1.
J 0() o:: , . = " .
Lt /L L J—ﬁ-% W =L ; bef = X, X>05
L= Lo 22 x’, , ~ond e
_ 1&1@
L ‘/“a” L

Wt = fad = LTS, W=0
Wi, &) = Fma® = FLO)T = W, = koust.

(1)

A (ol

"Dotential®: W(¥o]= -,Jg'uv\’)fz

riinimum bei X=0 nicht analytisch,

Linearisierung um X= O nlcht mo llcnf

e

¥)
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Selbst bei Ausrundung der ,Spitze* zum Erreichen eines analytischen (glatt
differenzierbaren) Verlaufs wiirde ein Linearisieren in der ,Spitze“ keine wesentlich
grofRere Information Uber die Eigenfrequenz im Gleichgewichtspunkt ergeben. Dafur
ist der Verlauf zu ,spitz* (= zu nichtlinear)

ABER: Trotzdem gilt: bei x = 0: Minimum des Potentials W(x,0) :
Gleichgewichtszustand

d2W/x,0)/dx2 > 0 in der Umgebung um x = 0 (also links und rechts davon), also
stabile Gleichgewichtslage.

Auslenkung x, = Amplitude der Schwingung um x = 0.
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A- el iy
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SBewequng wahrend Viertelperiode
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1.174.3, Stark geddmpfte Systems

Dureh die vollsténdige Vernachl&dssigung dissipativer Effek-
te (D&mpfung, Reibung) bei der Behandlung schwach gedémpfter Sy-

steme gestalten sich gualitative Untersuchungen in der Regel ein-

facher. Ebenso fihrt das andere Extrem, die Annahme starker “amp-

fung, JEY oewlssen Uerelnfachungen, wenn die resultlerendenaewegungen

dadurch als relativ langsam (qua51statlsch) vorausgesetzt und Trig-
heitseffekte unterdriickt werden kdnnen.
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Beispiel:

Bremslifter mit einstellbarer DampFung
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i y: | |
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(”CLD l/'/v".'«"rf ; ’){,«
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N

o [l yadin
FluBverkettungen:
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Eisenteile unges&dttigt

(p=o2)

Wirbelstrdome nicht be-

riicksichtigt,

System sei elektrisch

linear,

die

beiden Spu-

len ideal gekoppelt,™)(4/)

PR

Federn drlcken die beweg-

liche Scheibe gegen den

Bremsbelag
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Ableitung der Bewegungsgleichungen:

n=3 LXJ Q QD
W= Fmx ™+ FLOMNE+ Npdp)

= L (wo-w)"

| ‘
( NWVPU&A&: \ ,,.
L] s A AL 7
bl ey
. ,/' "/0\ - {

Xo . Fiktive Lage bei entspannten Federn, Federkonstante R

SV= RisQ + Rpipy8Qp , JA=0USQ + FSx

F... AnpreBkraft in den Stellungen X=0 oder X =W,

WLi%zx- LUO(NE+ Npip) —k (Ko=) = F |
STLENNA+Ny bp)] + R = U

i—L{ U.(X)ND(N‘:*‘ Noip)] +Ro 1, =0

MY )

e Py

i

& ..

).

V3 1k s Guak

.éﬂ
Af’f (b%&}ﬂ/ (2)

Q@ O9 { Qf'
OeO=
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Abkiirzungen und Normierungen:

2 2
L=k mit A=A, G = FNL, L _ N,

2 2 1 r (
Tﬁ(%"”f %;)Lo = (oé+’{)Tr\IZ—LD . p= 2

j sl A j'\.{,e_?{‘gf;,,g_.;_"’;f"
A A ’
N i o

2
~—r

$, ... Flus fur t —>o0
o .+, Faktor, £€influB der Dé@mpferwicklung
2NEE bezogener FlufB

; 4 . Y P ! ’t_‘
(1) = ‘f—‘-*%"ﬁ_"(’bw"%g-{g))v’f : (4)
. A+l -1
zusammen mit (2)’2}3 : £=g”9: T 5 iy :%%%%& {5)
v’ L

(2), 0 Top +MXp =4 (6)

- nichtlineares Gleichungssystem fir x(¥), 99(1:)

(2), 1 wmx +%ﬁﬂ.’(w)9a’-k(xo-x)= Fv}
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TU Darmstadt, Institut fir Elektrische Energiewandlung | A. Binder, Unterlagen von Prof. A. Prechtl/TU Wien | Folienteil 4/Seite 49

*b’
[~ 4
%



TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

Es sind drei Zeitbereiche zu unterscheiden :

a)' O<t<t1 )

Nach dem Einschalten steigt der FluB solange an, bis
die Bremsscheibe abhebt (Bremskraft =F =0 )

X=X, = kanst., M) = /1, = konst,
w O

Lésung von (6), mit Anfangsbedingung s O

" O o i i
o o)) = £ (1—@?““//,“) | ()
, /T, | « tA/% 0 t, T
(5) = ¢=%(4‘%.,T); 4D=-‘%‘£j{;ﬂ:‘€ 3)
w{/
Bedingung fiUr Abheben: F=0, Aus (6), (¥=0):
Lgb.(:)(o-(X4> ) ; ~HA /7;
fP({‘)—- [Qb /l’(d() ] A =/]J_:(1"€ l ) ) (8)
= t= -—S—Zn(i lcp,)-—--— f { & [szk(% VAEY h (9)

fupuhf&g f’{.q ap)= AR )
j{ %@f@‘//\fﬁ/’(’g S;,“/\/,LVM ¢ QW Y kA}V{MﬁA jg.f AA "rx(”( //HO} ;9

AI)(Q}:}Qg AL W”A‘ Ly prek d b} = O / )
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b) t,<t<t, ! Bremsscheibe bewegt sich, erreicht bei L, den An-
schlag x=0.

Es wdre das Gleichungssystem (6) mit F=0 zu l&sen. Annahme:

starke elektrische Dampfung = relativ langsame Eleweaunu. [0 L

!
c..arakterlstlsche elektrlscha 291tkonstante T; >> charakterlstlsche

A e xcng e g R, S
T ey S e it 5

mechanische Zeltkonstante T,L,- Zfﬂf Tragh91tsterm mX  in (6),

B s A i A

vernachlasszgt-

(i”@ J.ff"-‘"\,%’\x ak{@\a LA (ARG % ,
g/“ {Q:L!'u U &H m\ 99(.;() = é;[-“@ Lo (‘XO'lx)//lffr)()] | (10)

Damit ist die Funktion @(x) bekannt und (6), 146t sich Uber Tren-
nung der Variablen integrieren:

ol

To @ + M) 5P = To@ ) G5 + MO pix) =1, “ad Ao VOt

50’(}')0{3 y oc,o’(;)o[f N ,,% o |
_f_;(t-t() = L___H—FMEMF) , oo h-t)= Lf-/zzg)y(;) bl it \erw  (11)

Dies liefert die Umkehrfunktion f=’c(v() zu X =x(t).

Die zugeho-
rigen Werte von go)lt' und 4, folgen aus (10) bzw. (5).

7,
‘st
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c) t> s 1 Bremsscheibe liegt am Anschlag, Flug CP ndhert sich dem
Grenzwert ¢%

=0 , MI=1,

Ldsung von (6)2_ mit Anf‘an\gsbeaingung F=t,
. -/ i

(10) mit X=o0: 9&:#5,,[1!:&[.9%0//1(0)]‘2 :

P R 7;
o) = - (r—c,o,f)e(f R (12)

, ¥ =%, wobei aus

Strome aus (5):

h - (t;_-tl T i _ fA" T

A+ol Np A+« (13)

Das folgende Diagramm zeigt die Auswertung fir

X o L’léo
Z——a-’ E;"'»Z a:é

2

o |4 5 0 @ = $a[xf/([-a(*xo‘l)"t)//nwt)]% = % ;

/’H-X)—.- 1+ v’f'/'d . [Lln)f)=Lo/(f+ut’/z)j %M und keine magneti-

schen MNebenschliisse }

Py

WAl A Y |
g o it QAL 2 AT

¥

7,
‘st
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